ARITHMETIQUE.

) Multiples et diviseurs d’'un hombre entier naturel :

\ 4

1) Rappel : Division euclidienne :

Exemple :

Voici toutes les décompositions possibles de 51s dauforme 6xq+r, ouq etr sont des entiers

naturels : 51=6x0+51
51=6x1+45
51=6%x2+39
51=6x3+33
51=6x4+27
51=6x5+21
51=6x6+15
51=6x7+9
51=6x8+3.

Parmi toutes ces décompositions, seule la deregtréelle quer <6 : c’est la division euclidienne de

51 par 6.

Propriété :

On rappelle la propriété suivante (admise) :

Soienta etb deux nombres entiers naturels atsewn nul
Il existeun uniquecouple d’entiers nature(sq; r) telque :a=bxqg+ret0<r<b.

Effectuerla division euclidiennelea parb, c’est déterminer cet unique coupﬁtqa; r).

Dans la division euclidienne @eparb : a s’appelle ledividende b le diviseur, g le quotient entieetr le
reste

dividende= diviseur x quotient+ reste et  reste< diviseur|

dividende ‘ diviseur

reste ‘ guotient (entier)

Dans la division euclidienne de 51 par 6, le dindie est 51, le diviseur est 6, le quotient estl8 etste
est 3.

2) Multiples et diviseurs d’un nombre entier naturel :

a) Définition :

Soienta etb deux nombres entiers naturels non nuls.

aest un multiple dé

On dit que | aest divisible pab s'il existe un entier natureltel quea=bxc.
b est un diviseur de
b divisea
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b) Exemples :

18 est un multiple de 6 caB= 6x 3 et 3 est un nombre entier.
9 est un diviseur de 45 cdb= 9% 5 et 5 est un nombre entier.
32 est divisible par 8 cd32= 8% 4 et 4 est un nombre entier.
7 divise 42 cad2= 7% 6 et 6 est un nombre entier.

Les diviseursde 36sont:1;2;3;4;612; 18 ; 36.

15 ; 30 et 45 sont trois multiples de 15.

c) Remargues :
- Tout nombre entier naturel non nul possadenoins un diviseyuic’est 1).
- Tout nombre entier naturel supérieur ou égapassedeu moins deux diviseu(d et lui-méme).

- Tout nombre entier naturel non nul possadenombre fini de diviseursun nombre entier naturel
posséde au plusdiviseurs.

- Tout nombre entier naturel non nul possede infinité de multiplesles multiples d’'un nombre entier
naturela non nul sona; 2a ; 3a ; 4a...

d) Méthodes :

Soienta etb deux nombres entiers naturels non nuls.

Pour savoir sa est divisible pab, on peut poser la division euclidiennealgarb :
- si le reste est nul, aloasest divisible pab ;

- sinon,a n’est pas divisible pdr.

On peut aussi, en priorité, utiliser les criteredivisibilité suivants :

Sile chiffre des unitéd’un nombre entier eét; 2 ; 4 ; 6 ou Balors ce nombre est divisible gar
Sile chiffre des unitéd’un nombre entier eStou 5 alors ce nombre est divisible far
Sile chiffre des unitéd’un nombre entier e§t alors ce nombre est divisible .

' Sila somme des chiffreun nombre entier esin multiple de 3alors ce nombre est divisible #ar
Sila somme des chiffredun nombre entier esin multiple de 9alors ce nombre est divisible gar

Si le nombre formé par les deux derniers chiffdasn nombre entier estin multiple de 4 alors ce
nombre est divisible pat.

Les réciproques de toutes ces propriétés sorgssrai

Exemple :

Compléter chaque cas paui ou pamon:

2 3 4 5 9 10
1 012 est divisible par | oui non oui non non non
3 165est divisible par non oui non oui non non
4 230 est divisible par oui oui non oui oui oui
7 250 est divisible par oui non non oui non oui
9 547 est divisible par | non non non non non non
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3) Nombres premiers :

Définition :

IOn dit quun nombre entier estremiers’il possédexactement deusliviseurs(l etlui-mémg|

Exemples :

18 est divisible par 2, il possede donc au moid&/i3eurs : 1817estdoncpaspremier.
23 possede exactement deux diviseurs (1 et 23ps2idbnc premier.
1 posséde un unique diviseur (lui-mémen’dstdoncpaspremier.

On admet qu’il existene infinittde nombres premiers.
Les dix premiers nombres premiers sont : 2 ; 37511 ;13;17;19; 23; 29.

II) PGCD de deux nombres entiers :

\ 4
\ 4

1) Diviseurs communs a deux hombres entiers :

a) Définition :

Deux nombres entiers natur@®tb non nuls possédent au moins un diviseur commigst t.

En outre, chacun des nombi@®tb ayant un nombre fini de diviseurs, les nomlaext b possedent
donc un nombre fini de diviseurs communs.

Ainsi, deux nombres entiers naturels non raukst b possédent nécessairement un plus grand diviseu
commun (c’est éventuellement 1).

Le plus grand diviseur commun aux nombaest b s’appelle succinctemeiid PGCD dea etb et se
note PGCOa; b).

b) Propriétés immédiates : (démonstrations a I'oral)

Pour tous nombres entiers natuiebktb non nuls :

PGCD(a; b) =PGCD(b; ) W Pccofa;a)=al ¥ Pocp(an)=1

Sib divisea, alors PGCIfa;b) = b.

Exemple :

PGCD(16;48=16 car 16 divise 48 (puisqué8=16x 2 et 3 est un nombre entier).

2) Méthodes d’obtention du PGCD de deux nombres entisrnaturels :

a) Liste (partielle) des diviseurs communs :

Exemples :

* Déterminons le PGCD de 24 et 36 :

Diviseursde 24 :1;2; ....;.12; 24.
Diviseursde 36:1:;2:;3;....;12; 18 ; 36.
Donc : |PGCD( 24;3¢= 1.
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** Déterminons le PGCD de 45 et 16 :

Diviseursde 45:13:;5:;9;15; 45.
Diviseursde 16 : 12 ;4 ;8 ; 16.
Donc : |PGCD( 45;16= .

b) Algorithmes :

Un algorithmeest un ensemble de regles dont I'application pedieffectuer une tache plus ou moins
complexe.

* Algorithme des divisions ou algorithme d’'Euclide :

C’est un algorithmetératif, c’est-a-dire dans lequel on répéte plusieurs lBigiéme action, a savoir
effectuer une division euclidienne.

Il repose sur la propriété suivante (admise) :

Soienta etb deux nombres entiers naturels non nuls.
' Si on note respectivemeqteetr le quotient et le reste de la division euclidiedea parb, alors on a :

PGCD(a;b)=PGCD(b;r).

Soienta etb deux nhombres entiers naturels non nuls telsajud.
Pour déterminer le plus grand diviseur commuia dé&b :

Effectuer la division euclidienne de a par b

. A
oui
. Le PGCD de a par b est
_j: > Le reste est-il > . P
aul? le diviseur de la division
non
Ay
Effectuer la division euclidienne du
diviseur par le reste de la division

précédente

On admet que nécessairement, aprés un certain sodilbérations, le reste est nul, et que par
conséquent I'algorithme s’arréte.

' Dans l'algorithme d’Euclide, le PGCD des nombaest b estle diviseur de la division dont le reste est
nul.
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Exemples :

a) Déterminons le PGCD de 4 284 et 6 001 en apgptiglalgorithme d’Euclide :

Dividende Diviseur Reste
6 001 4284 1717
4284 1717 850
1717 850 17

850 17 0

Le PGCD est le diviseur de la division dont le eesst nul.

Donc : |PGCD( 4284;60011= 1.

b) Déterminons le PGCD de 121 et 85 en appligualgtdrithme d’Euclide :

Dividende Diviseur Reste
121 85 36
85 36 13
36 13 10
13 10 3
10 3 1
3 1 0

Le PGCD est le diviseur de la division dont le eesst nul.

Donc : |PGCD(121;85= .

Remarque :

Cet algorithme se programme aisément sur tableur :

A B C
1 Dividende Diviseur Reste
3 =B2 =C2 =MOD(A3;B3)

Apres avoir entré les nombrasetb dans les cellules A2 et B2, on sélectionne ladignet on I'étire
vers le bas jusqu’a obtenir un reste nul.
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** Algorithme des soustractions :

C’est un algorithme itératif qui consiste a effertdes soustractions.

Il repose sur la propriété suivante (admise) :

Soienta etb deux nombres entiers naturels non nuls aved.
W ona:PGCD(a;b)=PGCD(b;a-b).

Exemple :

Déterminons le PGCD de 1 326 et 780 en appliqualgolrithme des soustractions successives :

a b a-b
1326 780 546
780 546 234
546 234 312
312 234 78
234 78 156
156 78 78

Donc : |PGCD(1326;78p= PGCD 78;J8 .

Remarques :

* On admet que nécessairement, aprés un certainraafitérations, on obtient une différenee-b
égale &, et que par conséquent I'algorithme s’arréte.

** Cet algorithme se programme aisément sur tableur :

C
a b a-b

1

3 | =MAX(B2;C2) | =MIN(B2:C2)| =A3-B3

Apres avoir entré les nombrasetb dans les cellules A2 et B2, on sélectionne ladli§ret on I'étire
vers le bas jusqu’a obtenir une différerece b égale &b.

[11) Applications :

1) Nombres premiers entre eux :

a) Définition :

' IOn dit quedeuxnombres entiers naturels sgmémiers entre eusileur PGCD est égal & 1

Autrement dit : Deux nombres entiers naturels sont premiers entres’ils ne possédent qu’un
seul diviseur commun : 1.
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b) Exemples :

24 et 36 sont divisibles par 2, donc 24 eth86ont papremiers entre eux.
PGCD( 45;16= , donc 45 et 18ontpremiers entre eux.

c) Remargue :

Pour démontrer que deux entiers naturels :

- ne sont papremiers entre eux : il suffit de montrer qu'ilst@n diviseur commun distinct de 1 ;

- sontpremiers entre eux : il faut démontrer que leulCBCest égal a 1, en utilisant 'une des trois
méthodes exposées dans le paragréphe

2) Irréductibilité d’'une fraction :

a) Définition :

lOn dit qu’une fraction estréductiblesi son numérateur et son dénominateur sont premiénes emy

Autrement dit : Une fraction est irréductible si le PGCD de sonmarateur et de son
dénominateur est égal a 1.

Ainsi, une fraction irréductible ne peut étre siifigeé (puisque son numérateur et son dénominateur
n’'ont pas d’autre diviseur commun que 1).

b) Exemples :

24 et 36 ne sont pas premiers entre eux, dorlacta'cin%' n'est padrréductible.

45 et 16 sont premiers entre eux, donc la fracgrgnestirréductible

c) Propriété : (admise)

Si on simplifie une fraction par le PGCD de son puasteur et de son dénominateur, alors on obtient
une fraction irréductible.

Exemple :

Rendre irréductible la fractioR = 2—32 . Justifier.
Réponse :

Déterminons le PGCD de 408 et 578 en appliqualgdighme d’Euclide :

Dividende Diviseur Reste
578 408 170
408 170 68
170 68 34

68 34 0

Le PGCD est le diviseur de la division dont le eastt nul.
Donc : |PGCD( 408;578= 3.
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Si on simplifie une fraction par le PGCD de son Buaiteur et de son dénominateur, alors on obtient

une fraction irréductible.
_ 408 34x12 12 .12

Donc: F=——=2—"="" et— estirréductible
R 578 3x17 17 17—

3) Résolution d’un probleme conduisant a la recherchd’un PGCD :

Exemple :

Un confiseur a un lot de 3 150 bonbons et 1 356ttex

Il veut réaliser des paquets contenant tous le nréamebre de bonbons et le méme nombre de sucettes
en utilisant tous les bonbons et toutes les siette

1) Combien de tels paquets pourra-t-il réaliser aximam ?

2) Chaque bonbon sera vendu 5 centimes d’euro etietaggette 30 centimes d’euro.

Quel sera le prix d’'un paquet ?

Réponse :

1) Nombre de paquets :

Puisque le confiseur doit utiliser ses 3 150 bosbenses 1 350 sucettes et que les paquets doiver
contenir le méme nombre de bonbons et le méme rodesucettes, le nombre de paquets cherché doi
diviser 3 150 et 1 350 : c’est donc un diviseur oam a 3 150 et 1 350.

Le nombre maximal de paquets que le confiseur pagi réaliser est donc le plus grand diviseur
commun a 3 150 et 1 350

Déterminons le PGCD de 3 150 et 1 350 en appliqgtagbrithme d’Euclide :

Dividende Diviseur Reste
3 150 1 350 450
1 350 450 0

Le PGCD est le diviseur de la division dont le eesit nul.
Donc : PGCD( 3150;135)): 45,

Le confiseur pourra ainsi réaliser au maximum 4qupss

2) Prix d’'un paquet :

3150+ 450= © et 1350+ 450= <
Chaque paquet sera constitué de 7 bonbons et fesice

7x0,05+ ¥,3= 0,35 0,8 1.
Chaque paquet sera donc vendu 1,25 €
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